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摘 要：引人单参数λ ， β 函数及 Taylor 级数，建立了一个新 Hardy-Hilbert 积分不等式？给出两种不同的最佳推

广，并证明其常数因子为最佳值。作为应用，考虑了相应的等价形式。
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Abstract : A new Hilbe1t integral inequality with a best constant factor is established by introducing a pa­

rameterλ ？ βfunction and Taylor series. Two best extensions of it and the equivalent forms are given. 
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设p > 1 ' 11 p + 1/ q = 1 ，／（元） ,g（元）注 0,0 < 

frCx）伽＜ 00 ,0 < r内） d元＜∞？则有如下著
名的日盯dy-Hilbert 积分不等式及等价形式［l］。

r r tc：｝！~）圳〈
叫：／ρ （ frc元）伽（p ( r gq(y ） 句（q (1) 

nr ~dx]'<lr < [sinf;1pyff J'(x)dx (2) 

这里 9 常数因子 sin~／p ）与［ ;i」/P)r 都是最佳
值。它们在分析学中有重要的应用［2］。

在与 (1 ）式相同的条件下？还有如下经典的

Hardy-Hilbert 型积分不等式及其等价形式r r ln（州州白）削y < 

[ sinf;;/p J ( r f' （元）叫 lip ( r gq (y）的 liq ( 3) 

r [fl~~）州白rdy < 
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[ sin(;/p)J" f f'(x)d元（4)
这里？常数因子［ si 

最佳值O

近年 9 文献［ 3 卢 10 ］作了各种不同形式的推

广，其中文献［9］通过估算权函数及引人p 函数？

建立了如下含参数 λ 的日ilbert 不等式r r ~）g(y) 
} ｜劣卢 y 11 －λn 

组（÷一 λ 罗λ ）（ frc纪）由必f飞00 gq （州）dy) 1尼 (5) 

这里罗常数因子组（七 λ，巾＜ λ ＜÷）为最
佳值。

本文的主要目的是在已有文献的基础上 9 通过

引进 Taylor 级数？建立如下 Hilbert 积分不等式

r r I In（的）刷刷）削＜
｝（元＋ y) 1 －λminj 川 Jλ ｜

s(f rc必）由f少（r gq (y ）的 liq ( 6) 

作者简介：赵玉中（ 1984 年生），男，硕士生； E咀ail: zyzldq520@ 163. com 



第 4 期 赵玉中等：一个新的 Hilbert 不等式及其等价形式 17 

、
、
‘B
E
E
S

，

f

λ
 卢

n

n ，
，
，B
E
E
－
飞

n 
、
、
，
，
／

嚼
’
且这里，常数因子 B = 

[ 1 + 1 21 是最佳值？同
(n 一 λ ＋ 1/p)z (n 一 λ ＋ liq) J 

时给出（6）式等价形式。

1 一些引理

本文将用到如下标记

（ α）＝ α （ α 一 1 )- . （ α － n+l) （ α ） 
n n！’飞oJ

(n=l,2,3 ,…) 

冒 l E里 1 设 0 ＜ λ ＜ min l 1/p. liq l , lip + liq 

= 1 (p > 1 ）。定义函数叫（吟，叫（必）
{°0 J ln （元ly) I I \11q … 

1 （元） = I ＇主－） dy (7) Jo （ χ ＋ y) l-Amin l 矿， YA l \ y J .! 

(°0 J ln （ χly) I I γL忡
2C 元） = L ( L) dx (8) 

岛 （元＋ y) 1 －λminl 元七 yλ ）飞 x ) 

则有等式

切1 （元）＝芝（一 l)n(n ~A)0 

[ (n － λ~／p)2 十（卜 λ1十
令 y = ux i 则由（7）式可得

I _ ( J ln （元Ir) I r 必 ＼ liq ，.］γ 一
1 一岛（♂＋ y） 卜λmin l 元λJλi 飞 y} u_y 一

f (1 刊） 1：λ~ll ,uA f(u）寸du
J 甲 lnu .. -A-llq;iu = 

( 1 + u) l-A ~ ~ 

∞（甲 l) n ( n 卢 λ ） 11 （卢 lnu) Un －λ － liq du 
飞 n I Jo 

°" (-l)n(n 卢 λL i 、空
飞 n I ( n 卢 λ÷ lip)'"

作变换元＝ uy ＇ 则由（7）式同样可得

L. _ (' J ln （元Ir) I r 车＼ liq ＿］γ
” I 0 W•" -

l, 儿 ( 必 + y)l 白白－白白啕

L' （二ln~ ' ( u) 1 －λ ＋ llq-2du 工
1 + u 

fl 一 lnu …λ …1/p 1 
l 噜‘ u ·au= 

Jo (1 + u)1-11 

l) n ( n ； λ ） L1 （甲 lnu) Un －川du = 

Wz （ λ ） (9) 

（一 1) n In 一 λL i 、？
飞 η I ( n 一 λ ＋ liq ） ι

由／1 ＇ ι 可得（ 8 ）式？采用同样的方法可得

(9 ）式。证毕。

百 II.垦 2 设。＜ λ ＜ min J 1/p, ll q l (p > 1) ，定

义函数叫（吟，叫 （ y)

{°0 I ln (xi y) J xp1q2 
λ （叫： l

岛（x+y)1 －λminjχλJλi y忡

叭（ y) = r I In （元Ir) I 已d元
λJ 岛（元＋ y) 1 …λmin l 坏λ ， yλl x q 

则有等式

ωλ （元）＝川军（斗） n ( n ； λ ） 
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[(n 一 λ ＋ llp)2 + (n 一 λ ＋ ll川
叫 （ y ） 工俨2 主（一 l)n(n:A)0

[ + 1 ?I C 口）
(n 一 λ ＋ llp)2 (n … λ ＋ llq)2J 

证明令 y ＝山，则由（ 10）式可得

/, - r I In （必Ir) I 户2 _lγ 
．二…. . .... ,, -

1 岛（元＋ y)l寸 minlxλ ， yA l yllp ~.1 

C1 叫l~ll,u u寸du
xp-2 (1 卢 lnu ……λ …1

扣 (1 + u)1 －λ 山 u山川缸飞 n ) 

(12) 

L1 （甲 lnu)un －川du ＝产主（ n n J （凡
做变换 x = uy ， 则由 (10）式同样可得

ι － r I In （元Ir) I ~乙
一 Jx （必＋ y) 1 －λmin l xA ,yλl y忡 u

p-2 (1 一 lnu 1 －λ ＋ 1/p币2 唱
九 (1÷ u) 1 －λmin j 1 , uA l u . au 

p-2 (1 - 1 u d一lla 1 p-2 导何一问
九 (1 + u)1 －λU ·au= x 丘吉飞 n } 

fι／ λ） 1 ( - lnu)un-Hlqdu = ~－z 2, ( n 一 A ）γ一一
伫扒 n I 队一 λ ＋ liq)

由／1 ＇ ι 可得（ 12 ）式，采用同样的方法可得

(13 ）式。证毕。

引理 3 设。 ＜ s<q-qλ 卢 1 ,q > 1,0 ＜ λ 〈

min l ll p , ll q l 则有

门士 1 lnu ( ］「＋λ」－ _. I 二－） du = o( 1), 
i o x1 ＋ε(1 + u)1 －λ ＼ μ ！ 

s • o+ 
由题设可得

。＞ f 」：；；（（ I ~） t-A ( 1~l飞阶〉
f ~L＼~f个λlnudud pq 

pqλ ＋ PB … q 

( pq ）γ 且lI x pg d元
pqλ 十 pe - q JI 
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2（附 －；；8 - q) 
证毕。

曹｜理 4 设 O<e<l-qλ ， q > 1,0 ＜ λ ＜ 

min j 11 p , 1/ q f 则有

f 士 1 lnu ( 1 ）忏＋λL 一－白白白臼白
｝元l+e ( 1 + U) 1 甲λ 飞 μ ／

证明 白题设可得

。＞ r ;hr (1 ~） 1儿－！；f个λω ＞
r ~f (1:f'士＋λl

f 坏坠7二1_11叫一（ 1 =7 -;;;\)' fx'＇于气元二

～二一 1) 3 

证毕0

2 主要结果

1 设 p > 1,1/p÷ liq = 1,0 ＜ λ ＜ 

minj 1/p,1/qf 0/,g 为非负函数及

。＜ frc吟出＜ 00 ,0 < r gq(y)dy < 00 

则有

(" ( I In （ χI y) If ( x) g ( y ） 一
｜｜唱、、、 d元dγ ＜

Jo Jo （必＋ y) l …Aminjχλ ， yλf .I 

BCf rcx)d克
这里 9 常数因子

B ＝觅（一 1r( n 一 λ ）
=0 飞 n I 

[ ( 1 + J 
n 一 λ ＋ l/p)2 (n 一 λ ＋ 1/q)2J 

是最佳值。

证明由 Holder 不等式，有

(' (' I In （元Ir) I I I 1λλA f （ χ ） g(y)dxdy = 
Jo Jo （ χ ＋ y) l λmi叫川，yλ ）

rrc元＋ yl) 

（－；）可克） g(y）削元dy

{fr c泥~飞Wrλ1 （~（
{fr c 元 ~;3~吐盯〉λ1(7）＇牛d元d

如果上式取等号罗则存在常数A,B，使得

y ) 
1 / q 

A~川~？！（~（ = 

B （兀~~孔i~
即有 AfP （ 冗）元＝ Bgq ( y) y = const. ，这与条件

frCx）由＜∞矛盾。因而只能取严格不等号。
再由引理 1 可得r r lln（内）仰）g(y)

I （ χ ＋ y) I …λminj 矿，yλ ）

(f w，（ λ ）f气功叫 l少（ f W2 （ λ ） gq ( y ）叫 liq = 

B(frcχ）由）飞r gq(y ）叫 liq
下证 B 是最佳值。定义两个函数

r x ε （ 0,1) 
f(x) = ~川、，

Lx-\l+e)lp X ε ［ l,oo) 

f 元 ε （ 0,1)
g( y) = ~川、，

Ly-\!+e)lq X E [ 1, 00 ) 

假设。 ＜ e<q-qλ 甲 1 ＇则

flc圳工 f"' x-1-e由＝士

rgq（州＝ r y ＿，】工：

如果B不是最佳的。那么存在 k>O 且 k<B,

使得 r r I In（呐） lf（心（ y)·. 
Jo （元十 y) I …λminj 川 Jλi

k(f ?c 元） dx) I少（r gq(y ） 句） νq = ~ 

另一方面？令 y = u克由引理 3 可得

( 15) 

ff （~！~（~巳~~~~Id必
｛∞｛∞（元＋ yl)l巴二；：；λ ， yλf (÷) (l•dlp ( ~） (1 忖

y = r f; I !nu I I 上） l+e 

j士（ 1 + u) l-,\ min j 1 ，旷 f \ x J 

（－；）°忖） lq川＝

~） l+e (-!;) (l+e)lq 

r r (1 ~） l-,\( ~广（－！；） (l+e)lq川＋ o( 1) 

主主（一 1rcn-J\n)I~ f \ 
B n 工 o L (n － λ ＋ lip -e/q) 

(n 一 λ ＋ liq+
十 o(l)

) / q 

显然？当 s →矶时？上式与（ 15 ）式矛盾。
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所以 B 是最佳值。

推论 1 在定理 1 的条件下，有

r (f c 兀＋ YI
wfrc兀）伽（“ ) 

这里’常数因子 BP 是最佳值；旦 (16 ）式与

(14）式等价。

证明 1 ）设

{ ('° J ln ( xi y) I \ 
g( r) = I I 贝克） d叫 ，则

飞岛 （ χ ＋ y) 1 一λminj 元λ ， yλl J 

由（ 14）式，可得

r gq(y)dy = 

r (f c川ll1~~仁川 if（叫pdy = 

rrc坏＋ yl) 

B(frc克）叫午（r gq (y ）川 l/q

由上式可得

。＜ [ r gq (y ）叫 l价工

[f (f （元十 yl)
B[frc 元） d必］忡

2）若 (16）式为真？由 Holder 不等式可得

rrc↓l~C~~~~~ldχ 
[f (f （元＋ yl) 

[ r gq (y ）句rq < B(fJP(x ） 由）冲cf gq Cr）叫 l/q

结合 1)' 2）可得推论 l 的结论。

定理 2 设 p > 1,1/p +liq= 1,0 ＜ λ ＜ 

min j lip, liq f 0/,g 为非负函数及

。＜ f" xp －γP ( x) dx < oo , 0 < yq-2 gq （州＜∞

则有

r r （~l~~~~ldxdy < 

B ( r xp-2fP ( x) dx) 1少（ f yqγ （ y ） 句） (17) 

这里？常数因子 B ＝主（一 1r( n ； λ） 

[ 1 2 I 是最佳值。
(n 一 λ ＋ 1/p)2 (n 一 λ ＋ liq) J 

证明由 Holder 不等式？有r r lln（内）队）g(y）州一.. Y 一
(x+y)I飞nin j xλ ， yλ ）山

r r lln（州州g(y ） 巳巴dxdy 运
（元＋ y) 1 寸 minj 坏λ ， yλ iy时必II

{fr lln （ νr) lfPC 兀）主~：由dyr牛
I (x+y)l …λminj 矿 Jλ i y忡

{ f f J 1n c xi r) I gq c r）与州rq
I (x+y)l …λminj 川， y,\f x 

如果上式取等号，则存在常数A,B ， 使得

A J ln （元ly) lfP （叫 王三二
(x+y)I －λminjχλJλi y忡

B J ln （元ly) Jgq (y ） 巴
（坏＋ y) 1飞nin j 矿，yλi xllq 

即有 AJP(x ） 矿－ 1 = Bgq(y)l旦 1 = const. 这与条件

f" xP一γ气功 d元＜∞矛盾？因而只能取严格不等

号。再由引理 2 可得r r Jln （叶） l!C x) g( r) 
(x 十 y) 1 …λminj 川 Jλi

f （元） g(y) dxdy < 

{f wλ （元 ）JP （ 元）叫l/p u飞λ （ y) gq ( y ）叫l/q 工

B(f xp 一γ p （元）由） p ( r yq (y ） 句r

下证 B 是最佳值。定义两个函数

~ r O 
f （叫：｛ I 

LX q 

~ r O 
g(y ） 二｛ I 

Ly P 

假设O<s<l-qλ9 则

χε （ O ,1) 

见巴［ l,oo)

泥巴（ 0'1) 

见 ε ［ l,oo)

r xp-21c付出： f (÷) l+s = ~＇ ? 

r yq 

如果 B 不是最佳 9 那么存在 k > 0 ＇且 k < B ， 使

得 r r Jln（叶） lf（元）由）
l (x+y)l λminj 川，lf

k( r xp-2? （坏）叫p(f yq-2gq(y ） 句） q = ~ ( 18) 

另一方面？令 y 二 ux 由引理4 可得r r I In （元1r) I f （必） g(y) dxdy = 
（元十 y) 1 一λminj 川，yλ ｜rr 11巾Ir) Iχ （ 1 q+s p 

o (x+y)1 －λmin jxA ,yλ ） 
忖／q ） 出：dy = 

r fx Jlnul 
/x (I + U) l －λmin{l uλ ｝ 

l/p 十slq) dudx = 
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r r (1 + u ） 川江ι川一1-eu-(llp+elq) d毗＋

f L协 lnu1λAx-1-eu-(l/户的） d础工
Jo ( 1 十 u) - u 

rf 一 ln了 λ 产句1 一eu －＜川
Jo ( 1 + u ） 丽 u

r r (1 ~）！－λ兀户l …BU

l_ ± （一 l) n ( n 一 λH i 十
B rz=O 飞 n JL (n 一 λ ＋ llp-elq)2

（ λ hq /q)2J+o(l) 
n 一＋ Q 十 B Q) J 

显然，当 s→o＋时，上式与（ 18 ）式矛盾。所以 B

是最佳值。

推论 2 在定理 2 的条件下，有

f i 2 ( f I 1n c xi y) I ) 11 JC 元） dx I 
飞 Jo (x+y)1 －λminj 矿，yλf J 

元
EG 

、
、
，
，
，
，
，

见
／
’
’
飞
、

PA L
υ
J
O
 

PA B 
(19) 

这里，常数因子 BP 是最佳值。且 (19 ）式与

( 17 ）式等价。

1) 设

自 i (' I ln （元ly) I \ g( y) = ( i-21 λ 贝克） dx} 
飞 Jo （元十 y) 1 －λminjxλ ，y f J 

则由 (17）式可得

r gq(y)dy = 

r俨2(f （元＋ yl)lf!:；川；： Jλ ’ yλff（兆） dχ

rrc↓l~（ ~；巳~~211 (y) 

B(f 兀p」 V（ 元）由）飞r yq-2gq (y ） 句）
由上式可得

0 < { r yq-2 gq c y ）叫1忡：

{f (f （兀＋ yl) 

B(f 必p （坏）由）忡
2）若 (19）式为真，由 Holder 不等式可得

rr c~;T叫：~~I贝克） g（川y = 

r r （ ~I~（ 

{fr…2 

{f俨gq (y ） 句｝liq < 

B(f xp-2fP(x ） 伽）飞r yq-2 gq (y ）叫 l勾

结合刊， 2）可得推论 2 的结论。

注当 p = q 二 2 时，（ 14）式与（ 17 ）式等价，

(16）式与 (19 ）式等价。
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